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Рассмотрены основные модификации зонального метода для решения задач радиационного и 

сложного теплообмена. Сделаны предварительные выводы о применимости различных модифика-
ций зонального метода для решения прикладных задач теплопереноса. 

 
Ключевые слова: математическое моделирование, теплообмен, модификации зонального метода, ра-

диационные характеристики. 
 

Мodification of zonal method for the solution of radiative heat transfer problems: 
main pozition 

 
Buhmirov V.V., Krupennikov S.А., Solnyshkova U.S. 

 
There are given different modifications of zonal method for the solution of the radiative and complex 

heat transfer problems. Authors made preliminary findings about applicability different modifications of 
zonal method for the solution of applied problems of heat transfer. 

 
Keywords: mathematical modeling, heat exchange, modifications of the zonal method, features to radiation. 
 

 
В настоящее время востребовано эффектив-

ное математическое моделирование процессов 
радиационного и сложного теплообмена в тепло-
технических и теплотехнологических агрегатах. 
Математическая модель, описывающая физико-
химические процессы с заданной точностью, по-
зволит в значительной степени уменьшить затра-
ты на экспериментальные исследования. 

Строгое математическое описание процессов 
радиационного теплообмена приводит к появле-
нию системы интегральных уравнений, для реше-
ния которой применяют различные численные 
методы. Необходимым этапом расчета является 
дискретизация системы (разбиение на конечные 
участки), которую, однако, можно выполнить уже 
на начальном этапе постановки задачи. Разбивать 
систему на участки следует таким образом, чтобы 
в каждом из них температуру и радиационные ха-
рактеристики можно было считать постоянными. 
Методы расчета, в которых используется данный 
принцип, получили название зональных. 

Идея зонального метода заключается в услов-
ном разбиении системы, в которой происходит 
теплообмен, на объемные (в количестве n) и по-
верхностные (в количестве m) зоны. Общее число 
зон, таким образом, составляет l = m + n. Для каж-
дой зоны записывают уравнение баланса энергии 
с учетом теплообмена со всеми остальными зо-
нами. Обязательным условием является постоян-
ство теплофизических и радиационных характери-
стик среды в пределах каждой зоны. Так, для по-
верхностных зон неизменными считают поглоща-
тельную способность Ai, степень черноты εi, тем-
пературу Ti и плотность потока падающего излу-
чения qi

пад. Для объемных зон (имеющих объем Vi 
и ограниченных воображаемой поверхностью Fi) 
постоянны температура среды Ti и другие факто-
ры, оказывающие влияние на интенсивность теп-

лообмена (например, содержание поглощающе-
излучающих компонентов). 

Зоны также классифицируют в зависимости от 
входных параметров (заданных величин). Разли-
чают зоны I-го рода (задана температура), зоны 
II-го рода (задан поток результирующего излуче-
ния Qi

p) и зоны III-го рода, для которых записыва-
ют уравнения баланса энергии, связывающие ре-
зультирующие тепловые потоки и температуры.  

Решение задачи теплообмена для зон каждого 
из трех родов сводится к определению следующих 
характеристик: 

• потоков результирующего излучения (для 
зон I-го рода); 

• температур или потоков собственного из-
лучения Qсоб (для зон II-го рода); 

• потоков результирующего излучения и 
температур (для зон III рода). 

В случае появления зон III-го рода (сложный те-
плообмен) расчет зональных температур и тепло-
вых потоков выполняют методом итерации. В каче-
стве итерационного метода можно использовать 
метод Ньютона, а итерационными параметрами 
могут являться как зональные температуры, так и 
зональные потоки результирующего излучения. 

При решении задач внешнего теплообмена 
возможно применение различных модификаций 
зонального метода. Существуют классический, 
резольвентный, модифицированный резольвент-
ный зональные методы [1]. В каждом из вышепе-
речисленных методов выбраны потоки эффектив-
ного Qk

эфф и собственного Qk
соб излучения для 

классического и резольвентного зональных мето-
дов соответственно. В модифицированном ре-
зольвентном зональном методе записывают урав-
нения, связывающие потоки падающего излучения 
с потоками собственного излучения. 

При решении задач внешнего теплообмена до-
пускают, что для каждой зоны поглощательная 
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способность равна степени черноты, а отража-
тельная способность поверхностных зон принима-
ет вид Ri = 1 – εi. Кроме того, считают, что все 
радиационные характеристики (степень черноты и 
обобщенные угловые коэффициенты излучения) 
не зависят от неизвестных температур зон II-го и 
III-го родов, а собственное и эффективное излуче-
ние поверхностных зон диффузное. 

Зональные методы применимы для расчета как 
чисто радиационного, так и сложного теплообмена. 

Ниже представлен общий вид уравнений теп-
лового баланса для различных модификаций зо-
нального метода. 

Классический зональный метод. Для класси-
ческого зонального метода уравнения теплового 
баланса представляют собой соотношения вида 

k

,пад эфф
i kikQ Q= ⋅ ψ∑  i = 1…l,  (1) 

где ψki – обобщенные угловые коэффициенты из-
лучения, определяющие вклад потока эффективно-
го излучения k-й зоны в поток, падающий на i-ю 
зону с учетом поглощения части излучения средой. 

Расчет задач чисто радиационного теплообме-
на проводят в два этапа. На первом определяют 
потоки эффективного излучения для всех зон, на 
втором – по явным формулам находят потоки ре-
зультирующего излучения (для зон I-го рода) и 
потоки собственного излучения (для зон II-го ро-
да). Уравнения для определения искомых потоков 
в явном виде имеют следующий вид: 

• для поверхностных зон I-го рода 
( ) / ;p эфф соб
i i ii iQ Q Q R= ε −              (2) 

• для поверхностных зон II-го рода 
;соб эфф p

i i ii iQ Q RQ= ε −               (3) 
• для объемных зон I-го рода 

;р эфф соб
i ki ii k
k

Q Q Q= ε ⋅ ψ −∑              (4) 

• для объемных зон II-го рода 
.соб эфф

i iQ Q=                (5) 
Расчет сложного теплообмена (относитель-

но потоков эффективного излучения) дополняют 
уравнениями, содержащими неизвестные темпе-
ратуры. Так как уравнения, связывающие потоки 
эффективного излучения с температурами, необ-
ходимо решать совместно с соотношениями, запи-
санными для поверхностных и объемных зон III-го 
рода, то вычисления проводят с использованием 
метода итерации. 

Число решаемых уравнений для данного мето-
да в случае радиационного теплообмена состав-
ляет l. 

Резольвентный зональный метод. Для данно-
го метода уравнение теплового баланса принима-
ет вид 

,пад соб
i k ki

k

Q Q= ⋅Ψ∑    I = 1…l,            (6) 

где Ψki – разрешающие обобщенные угловые ко-
эффициенты, характеризующие вклад потока эф-
фективного излучения k-й зоны в поток, падающий 
на i-ю зону с учетом отражения излучения поверх-
ностными зонами и поглощения части излучения 
средой. Физический смысл обобщенных угловых 

коэффициентов выражается следующей системой 
уравнений: 

,ki ki kj j ji
j

RΨ = ψ + ψ ⋅ ⋅ Ψ∑              (7) 

где Rj – отражательная способность j-й зоны. 
Выражение (7) составляет основу математиче-

ской модели радиационного теплообмена в рам-
ках резольвентного зонального метода [1] наряду 
с уравнением 

.p падQ Q А Q= −               (8) 
Соотношение (7) полностью согласуется со 

смыслом разрешающих угловых коэффициентов. 
Оно учитывает вклад собственного излучения k-й 
зоны, непосредственно достигающей i-й зоны, и 
долю излучения, попадающую с k-й зоны на неко-
торую j-ю поверхностную зону, отражающуюся от 
нее и затем всеми возможными путями достигаю-
щую i-й зоны. 

Следует отметить, что для расчета разре-
шающих угловых коэффициентов необходимо 
знать отражательные способности каждой из по-
верхностных зон. Если отражательные способно-
сти зависят от температуры (подобные случаи 
могут возникнуть в зонах II-го рода), то расчет ве-
дут методом итераций. Для этого задают прибли-
женные значения отражательной способности ка-
ждой зоны. Затем решают задачу по определению 
температур поверхностных зон и уточняют значе-
ния Rj, при необходимости выполнив несколько 
итераций. 

Задачи радиационного теплообмена рассчи-
тываются в два этапа. После определения раз-
решающих угловых коэффициентов излучения 
определяют потоки собственного излучения для 
зон II-го рода по формулам вида 

( ) 0,соб p
k ki i ki i

k

Q QΨ ε − δ − =∑              (9) 

где δKI – символ Кронекера. 
Затем находят потоки результирующего излу-

чения для зон I-го рода по формулам 
( ).p соб

k ki i kii
k

Q Q= Ψ ε − δ∑           (10) 

Задачи сложного теплообмена с использова-
нием данной модификации зонального метода 
решают, вводя коэффициенты радиационного те-
плообмена aki = εk σo Fk (Ψki εki – δki). Подставляя их 
в уравнение (9), получаем выражения для расчета 
температур: 

• для зон II-го рода 
4 0;p

ki k i
k

a T Q− =∑             (11) 

• для зон III-го рода 
4 0.o

ki k ki k i
k k

a T h T h+ + =∑ ∑            (12) 

Число решаемых уравнений в случае радиаци-
онного теплообмена для резольвентного зональ-
ного метода составляет l + l2. 

Модифицированный резольвентный зональ-
ный метод. Для модифицированного резольвент-
ного зонального метода записывается система 
уравнений следующего вида: 
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1 2

1 2

, 1... , 1... ,

, ...1 ,

соб
k

k p
k

Q k l l l
Q

Q k l l

 = += 
− = +

           (13) 

где l1 – количество зон I-го рода; l2 – количество 
зон II-го рода; l3 – количество зон III-го рода. 

Согласно этому методу, в расчет вводят так 
называемые модифицированные угловые коэф-
фициенты излучения, которые находят решением 
следующей системы уравнений: 

,ki ki kj j ji
j

Z P Z= ψ + ψ ⋅ ⋅∑                    (14) 

где Pk = Rk для зон I-го и II-го рода; Pk = 1 для по-
верхностных зон II-го рода; Pk = Ak для объемных 
зон II-го рода. 

После определения модифицированных раз-
решающих угловых коэффициентов излучения 
расчет результирующих и собственных тепловых 
потоков проводят по явным формулам: 

• для зон I-го рода 
;p соб

i k ki ii
k

Q Q Z Q= ε ⋅ −∑            (15) 

• для зон II-го рода 
.соб p

i i k ki i
k

Q Q Z Q= ε ⋅ −∑            (16) 

При расчете сложного теплообмена вводят 
модифицированные коэффициенты теплообмена 
a‘

ki = εk σo Fk (Zki εki – δki). В итоге для зон III-го рода 
получаем 

1 2

1 2

' 4

1 1

( ) 0.
k l l l

o
i k ki k ki k i
k k l l

Q a T h T h
= +

= = + +

ε + + + =∑ ∑       (17) 

Затем, решив систему зональных уравнений 
методом Ньютона по формулам (15) и (16), нахо-
дим потоки результирующего излучения для зон 
I-го рода и потоки собственного излучения для зон 
II-го рода. 

При решении задач сложного теплообмена 
возникает необходимость учета конвективных и 
кондуктивных тепловых потоков. В этом случае 
записывают уравнение вида 

0,p o
ki i ii

k

Q h T h+ ⋅ + =∑             (18) 

где hki, hi
o – коэффициенты, определяющие кон-

вективные и кондуктивные тепловые потоки соот-
ветственно. 

Число решаемых уравнений в данном случае 
равно l. 

Многие ученые считают, что наиболее эффек-
тивным является резольвентно-зональный метод. 
Однако, как было отмечено выше, число уравне-
ний, которые необходимо решить в случае чисто 
радиационного теплообмена, для классического 
зонального метода составляет l, для резольвент-
ного зонального метода – l + l2, для модифициро-
ванного резольвентного зонального метода – l [2]. 
Таким образом, в этом случае применение клас-
сического зонального метода с точки зрения его 
эффективности, по сравнению с резольвентным, 
является оправданным. В случае сложного тепло-
обмена решение поставленной задачи классиче-
ским методом осуществимо при выполнении дос-
таточно громоздких вычислений, а резольвентный 
метод является более эффективным в связи с 
существенным уменьшением числа зональных 
уравнений. 

 
Заключение 

 
Выбор модификации зонального метода зави-

сит от того, зоны какого рода преобладают в сис-
теме. Для зон I-го рода наиболее эффективен 
классический зональный метод. При доминирова-
нии зон II-го рода для расчета процессов тепло-
обмена выбираем модифицированный резоль-
вентный зональный метод (случай расчета темпе-
ратурных полей от электрических нагревательных 
устройств). Для расчета задач сложного теплооб-
мена (преобладание зон III-го рода) наиболее эф-
фективным является резольвентный зональный 
метод. 
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