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Предложено обобщенное математическое описание процессов тепло- и массообмена в дисперс-

ных системах газ – твердое тело, жидкость – твердое тело, на основе которого разработаны математиче-
ские модели вышеуказанных процессов в аппаратах простых геометрических форм. 
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The work represents the generalized mathematical description of heat-and-mass transfer processes in 

gas – solid body, liquid – solid body dispersions. Using this description, the authors have developed mathe-
matical models of the processes mentioned above in simple geometric shape apparatus. 
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Процессы тепло- и массобмена, протекающие в 
дисперсных системах газ-твердое тело, жидкость-
твердое тело, составляют важнейший класс основных 
процессов химической технологии. К эти процессам 
относятся сушка, адсорбция, растворение, экстраги-
рование и др. Многообразие химических процессов 
между сплошной и дисперсной фазами обусловлива-
ет разнообразие конструкций аппаратов, в которых 
осуществляются эти процессы. Наибольшее распро-
странение среди аппаратов химической технологии 
получили аппараты простых геометрических форм, 
например, в виде цилиндра или конуса. Такие аппара-
ты, как правило, несложны при эксплуатации и просты 
в изготовлении. В аппаратах осуществляют непре-
рывные или периодические процессы. В аппаратах 
непрерывного действия взаимное направление дви-
жения фаз может быть прямоточным, противоточным 
или смешанного вида. Структура слоя дисперсной 
фазы может быть плотной или разреженной. Очевид-
но, что все вышеперечисленные случаи являются 
частными и целесообразно сформулировать некото-
рое обобщенное описание, позволяющее в обозримой 
форме проанализировать ситуацию, определить ос-
новные нерешенные проблемы и унифицировать су-
ществующие методы расчета процессов и аппаратов 
химической технологии. 

Придерживаясь общности рассуждений и выво-
дов, ограничимся рассмотрением двухмерных квази-
гомогенных потоков сплошной и дисперсной фаз. 
Считаем, что в аппарате имеет место противоточное 
движение фаз. Направление координатной оси 0х 
совпадает с направлением движения сплошной фазы. 
Дисперсная фаза состоит из однородных частиц пра-
вильной геометрической формы. Полагаем, что по-
розность движущегося слоя (ε), теплоемкости (с, c ), 
плотности (ρ, ρ ) сплошной и дисперсной фаз являют-
ся функциями внутренней координаты слоя, а коэф-
фициенты диффузионного перемешивания сплошной 
(Dx, Dr) и дисперсной ( ,x rD D ) фаз в продольном и 
радиальном направлениях имеют численно разные 
значения, но постоянны по всему объему слоя. 

Обобщенное математическое описание неста-
ционарных режимов тепло- и массообменных процес-

сов в аппарате простой геометрической формы может 
быть представлено следующей системой уравнений: 

- уравнения теплового баланса для сплошной и 
дисперсной фаз: 
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- уравнения материального баланса для сплош-

ной и дисперсной фаз: 
2

2

2

2

( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) 0;

w x

r

C C Cv I D
x x

C CD
R RR

∂ ε ∂ ε ∂ ε
+ Ω − − −

∂τ ∂ ∂
 ∂ ε ∂ ε

− + = 
∂∂  

                (3) 

2

2

2

(1 ) (1 ) (1 )

2 (1 ) (1 )1 0; (4)

cp cp cp
v x

cp cp
r

C C C
w I D

x x

C C
D

R RR

     ∂ − ε ∂ − ε ∂ − ε     + Ω − − −
∂τ ∂ ∂
    ∂ − ε ∂ − ε    − + =
 ∂∂  

 
- уравнения, характеризующие источник (сток) те-

плоты, для сплошной и дисперсной фаз запишем в 
общем виде: 

1 2( , , , , , , , , ...);vJ t C c L L= ϕ λ ρ µ α                    (5) 

1 2( , , , , , , ...);wJ t C c L L= ϕ λ ρ                    (6) 
- уравнения, характеризующие источник (сток) 

вещества, для сплошной и дисперсной фаз запишем в 
общем виде: 

1 2( , , , , , ...);vI C D t K L L= ψ                                                (7) 
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1 2( , , , , , ...);wI C D t K L L= ψ                                         (8) 
- уравнение изотермы: 

= ( ),C f C                                                         (9) 
где С и C – концентрация вещества для сплошной и 
дисперсной фаз соответственно; c и c – теплоем-
кость сплошной и дисперсной фаз; D и D – коэффи-
циент диффузии для сплошной и дисперсной фаз; Dx 
и xD  – коэффициент продольного перемешивания 
для сплошной и дисперсной фаз соответственно; Dr и 

rD – коэффициент радиального перемешивания для 
сплошной и дисперсной фаз соответственно; Iv и Iw – 
мощность источника (стока) вещества для сплошной и 
дисперсной фаз соответственно; Jv и Jw – мощность 
источника (стока) теплоты для сплошной и дисперс-
ной фаз соответственно; K и K – константа скорости 
химической реакции для сплошной и дисперсной фаз 
соответственно; L1 и L2 – геометрические параметры; 
R – радиальная координата аппарата; t и t  – темпе-
ратура сплошной и дисперсной фаз; v и w – скорость 
потока сплошной фазы на входе в слой зернистого ма-
териала и дисперсной фазы на выходе из слоя соот-
ветственно; x – текущая координата по высоте слоя;  
α – коэффициент теплоотдачи; λ  и λ  – коэффициент 
теплопроводности сплошной и дисперсной фаз; µ – 
динамический коэффициент вязкости сплошной фазы; 
ρ и ρ – плотность сплошной и дисперсной фаз; Ω  – 
коэффициент формы аппарата; τ – время; индекс  
«ср» – средний. 

Система уравнений (1)–(9) должна быть допол-
нена начальными и граничными условиями. 

Используя ряд физически обоснованных допу-
щений, упростим систему уравнений (1)–(9) примени-
тельно к конкретным аппаратам простых геометриче-
ских форм. 

Частный случай 1. Адсорбер периодического 
действия колонного типа цилиндрической формы. 
Коэффициент Ω = 1. 

Полагаем, что скорость движения твердой фа-
зы равна нулю. При расчете массовых потоков пре-
небрегаем переносом вещества под действием гра-
диента температур вследствие незначительных теп-
ловых эффектов процесса адсорбции. Изменение 
концентрации компонентов в твердой и газовой фазах 
не приводит к изменению их плотностей. Слой адсор-
бента является монодисперсным. Он состоит из зерен 
сферической формы, имеющих изотропную структуру. 
Движение газовой фазы является одномерным и за-
висит от координаты 0х. Изменение концентрации 
сорбируемого компонента в газовой фазе происходит 
за счет движения газа с некоторой средней по сече-
нию аппарата скоростью, продольного перемешива-
ния газовой фазы и за счет процесса адсорбции. Ско-
рость процесса адсорбции лимитируется как внешней, 
так и внутренней диффузией. Равновесие процесса 
описывается уравнением линейной изотермы Генри. 

С учетом принятых допущений составим мате-
матическое описание процесса. Математическая мо-
дель включает следующие уравнения: 

- уравнение материального баланса 
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- уравнение кинетики диффузии для сфериче-
ской частицы 
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- уравнение изотермы адсорбции 
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- уравнение связи между локальной концентра-
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- начальные и граничные условия: 
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где r0 – радиус частицы; β – коэффициент массоотдачи 
в газовой фазе; Г – константа Генри; индексы: «вх» – 
входной, «0» – начальный, «ср» – средний. 

Математическая модель (10)–(19) достаточно хо-
рошо изучена [1–4].  

Для практических расчетов процессов адсорбции 
также достаточно часто применяется математическая 
модель без учета продольного перемешивания 
сплошной фазы [1–4]. 

Частный случай 2. Адсорбер непрерывного дей-
ствия колонного типа цилиндрической формы. Ко-
эффициент Ω = 1. 

Полагаем, что газовая фаза и дисперсная твер-
дая фаза движутся в противоположных направлениях. 
Эффекты продольного и радиального перемешивания 
движущихся фаз малы, и ими можно пренебречь. Ос-
тальные упрощающие допущения примем аналогич-
ными допущениям для частного случая 1. 

Математическое описание процесса включает 
следующие уравнения [2, 3]: 

- уравнение материального баланса по газовой 
фазе 

∂∂
ε − − ε =

∂ ∂τ
(1 ) 0cpCCv

x
;                                         (20) 

- уравнение материального баланса по твердой 
фазе 

∂ ∂
− + =

∂ ∂τ
0cp cpC C

w
x

;                                             (21) 

- граничные условия: 

= =0 вхxC C ;                                                             (22) 

=
=ср вхx Н

C C .                                                         (23) 

- уравнения (11)–(14) и (17)–(19). 
Частный случай 3. Адсорбер c кольцевым не-

подвижным слоем адсорбента. Коэффициент  
Ω = R1/(R1–x). 
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В указанном аппарате исходный газ поступает в 
пространство между корпусом и внешней цилиндри-
ческой решеткой, проходит в горизонтальном направ-
лении через кольцевой слой адсорбента, находящий-
ся между внутренней и внешней цилиндрическими 
решетками, и выводится из аппарата через внутрен-
ний цилиндр (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Схема движения газовой фазы в кольцевом адсорбе-
ре: Свх – концентрация целевого компонента в газовой фазе 
на входе в аппарат; Свых – концентрация целевого компонен-
та в газовой фазе на выходе из аппарата; R1 – радиус внеш-
ней цилиндрической решетки; R2 – радиус внутренней ци-
линдрической решетки; v – скорость движения газовой фазы 
на входе в слой адсорбента; Н – высота кольцевого слоя 
адсорбента 

 
При построении математической модели в 

кольцевом адсорбере были использованы следующие 
допущения: начальное содержание целевого компо-
нента в слое адсорбента является равномерным; 
равновесие адсорбции описывается уравнением ли-
нейной изотермы Генри; скорость процесса лимити-
руется смешанной диффузией; структура потока рас-
твора сквозь слой адсорбента описывается моделью 
идеального вытеснения; направление движения очи-
щаемого газа в слое совпадает с направлением коор-
динаты 0х.  

Математическое описание процесса включает 
уравнение материального баланса 

∂∂ ∂
ε + − ε + = ≤ ≤
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             (24) 

В математическое описание также входят урав-
нения (11)–(14), (17)–(19) и граничное условие 

=τ =0( , ) вхxC x C .                                             (25) 

Аналитическое решение вышеуказанной задачи 
получено в следующем виде:  
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D
 – критерий Био.                                       

Уравнение (26) позволяет рассчитать распре-
деление концентрации целевого компонента по шири-
не слоя адсорбента в любой момент времени. 

Частный случай 4. Горизонтальный адсорбер 
c неподвижным слоем адсорбента. Коэффициент  
Ω = R/(R2 – x2)1/2. 

В горизонтальном адсорбере (рис. 2), наполови-
ну заполненном адсорбентом в виде зерен сфериче-
ской формы, осуществляется очистка газа. 

 
Рис. 2. Схема движения газовой фазы в горизонтальном 
адсорбере: 1 – распределительное устройство; 2 – дренаж-
ное устройство; L – длина аппарата; Н – высота слоя адсор-
бента; R – радиус аппарата 

 
При построении математического описания 

процесса используем допущения, указанные для ча-
стного случая 3. 

Математическое описание процесса включает 
уравнение материального баланса 

∂∂ ∂
ε + − ε + = ≤ ≤
∂τ ∂τ ∂−2 2

(1 ) 0; 0 .cpCC Rv С x H
xR x

 

              (28) 
В математическое описание также входят урав-

нения (11)–(14), (17)–(19) и (25). 
Вышеуказанную систему уравнений решали с 

применением однородных консервативных разност-
ных схем. 

Частный случай 5. Аппарат со сферическим 
днищем с неподвижным слоем адсорбента. Коэффи-
циент формы сферической части аппарата Ω = 
R0

2/(R0
2–x2). 
Рассмотрим аппарат со сферическим днищем, 

в котором помещен слой зернистого адсорбента. Счи-
таем, что изменение концентрации в жидкой фазе 
происходит за счет движения раствора с изменяю-
щейся по сечению днища скоростью и за счет процес-
са адсорбции (рис. 3).  

 
Рис. 3. Схема движения жидкой фазы в аппарате: Н – высота 
слоя адсорбента; R – радиус сферического днища 
 

Запишем уравнение материального баланса 
для сферического слоя адсорбента: 

∂∂ ∂
ε + − ε + = ≤ ≤
∂τ ∂τ ∂−

2

2 2(1 ) 0; 0 .cpCC R v С x H
xR x

        (29) 
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В математическое описание процесса также 
входят уравнение кинетики (11), уравнение изотермы 
(12), уравнение связи между локальной концентраци-
ей вещества в частице и средним её значением (13), а 
также соответствующие условия однозначности. 

Частный случай 6. Односекционная сушилка не-
прерывного действия конической формы с кипящим сло-
ем (рис. 4). Коэффициент Ω = R1

2/(R1 + x tgγ/2)2. 

 
Рис. 4. Схема движения фаз в сушилке 

 
Рассмотрим процесс сушки в условиях малого 

размера слоя и примерно одинаковой его протяжен-
ности в различных направлениях. Полагаем, что пе-
ренос теплоты в частицах дисперсного материала 
сферической формы осуществляется теплопроводно-
стью, а влаги – влагопроводностью. Структура пото-
ков сушильного агента описывается моделью идеаль-
ного вытеснения, а дисперсного материала – моде-
лью идеального перемешивания [5]. Направление 
движения сушильного агента совпадает с направле-
нием координаты 0х. Искомыми функциями являются 
профиль температуры сушильного агента ( , )t x R  и 
средняя температура дисперсного материала на вы-
ходе из сушилки cpt , а также профиль влагосодержа-

ния сушильного агента ( , )u x R  и среднее влагосо-
держание дисперсного материала на выходе из су-
шилки ср выхu . 

Математическое описание процесса сушки 
включает следующие уравнения: 

- уравнение теплового баланса для сушильного 
агента  

∂∂
ε ρ − − ε ρ −

∂ ∂γ γ   + +   
   

2 2
1 1

2 2
2 2
1 1

(1 )

2 2

cptR t Rc v c w
x x

R xtg R xtg

2

2
1 0r

t tc D
R RR

 ∂ ∂
−ε ρ + =  ∂∂ 

                                        (30) 

и потока твердого сыпучего материала 
∂

= −
∂τ

( );cp
вх cp

t
V Q t t                                                (31) 

- уравнение теплопроводности в сферических ко-
ординатах 

 ∂ ∂ ∂
= +  ∂τ ∂∂ 

2

2
2t t ta
r rr

;                                     (32) 

- уравнение для определения средней темпе-
ратуры в частице 

τ = τ∫
0

2
3
0 0

3( , , ) ( , , , )
r

срt x R r t r x R dr
r

;                             (33) 

- начальные и граничные условия для переноса 
теплоты 

τ= τ=
τ = τ = 00 0

( , , ) ( , , , )cpt x R t r x R t ;                     (34) 

= =0( , ) вхxt x R t ;                                                     (35) 

=
τ =

0
( , , )cp выхx

t x R t ;                                              (36) 

=
=

∂
=

∂ 1 0
0

( , )
0cp

R
x

t x R
R

;                                                (37) 

=
=

=
=

−
 

α − =  δ δ  + +
λ λ α

1

1

.
0

1
0 1

R R окр ср
x

R Rвх
x ст из

ст из общ

t t
t t ;               (38) 

=

∂ τ
=

∂ 0

( , , , ) 0
r

t r x R
r

;                                               (39) 

=
=

∂ τ  λ = α − τ 
∂  0

0

2
( , , , ) ( , , , )вх r r

r r

t r х R t t r х R
r

;      (40) 

- уравнение материального баланса для су-
шильного агента  

∂∂
ε − − ε −

∂ ∂γ γ   + +   
   

2 2
1 1

2 2
2 2
1 1

(1 )

2 2

cpuR u Rv w
x x

R xtg R xtg

2

2
1 0r

u uD
R RR

 ∂ ∂
−ε + =  ∂∂ 

                                       (41) 

и потока твердого сыпучего материала 
∂

= −
∂τ

( );cp
вх cp

u
V Q u u                                       (42) 

- уравнение диффузии в сферических координатах 
 ∂ ∂ ∂

= +  ∂τ ∂∂ 

2

2
2u u uk
r rr

;                                  (43) 

- уравнение для определения среднего влаго-
содержания в частице 

τ = τ∫
0

2
3
0 0

3( , , ) ( , , , )
r

срu x R r u r x R dr
r

;                    (44) 

- начальные и граничные условия для переноса 
влаги 

τ=τ=
τ = τ = 000

( , , ) ( , , , )cpu x R u r x R u ;                    (45) 

= =0( , ) вхxu x R u ;                                                     (46) 

=
=

0
( , )cp выхx

u x R u ;                                               (47) 

= =
1 0( , ) выхRu x R u ;                                                 (48) 

=
=

∂
=

∂ 1 1
0

( , ) 0
R R

x

u x R
;                                                    (49) 

=

∂ τ
=

∂ 0

( , , , ) 0
r

u r x R
r

;                                               (50) 

( )=
=

∂ τ
= β − τ

∂ 0
0

( , , , ) ( , , , )вх r r
r r

u r х Rk t t r х R
r

,        (51) 
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где а – коэффициент температуропроводности;  
R1 – радиус газораспределительной решетки; R2 – 
радиус сечения кипящего слоя в верхней его части;  
R3 – радиус сечения аппарата в верхней его части;  
Q – производительность аппарата по исходному зер-
нистому материалу; k – коэффициент массопроводно-
сти; u и u  – влагопроводность сплошной и дисперс-
ной фаз; αобщ – коэффициент теплоотдачи лучеиспус-
канием и конвекцией; индексы: «ст» – стенки; «из» – 
изоляции. 

Для определения среднего влагосодержания в 
частицах на выходе из сушилки может быть использо-
вано следующее уравнение [6]: 

∞

= ϑ τ τ τ∫
0

( ) ( ) ,вых срu u d                                   (52) 

где ϑ τ( )  – функция распределения времени пребы-
вания частиц в аппарате; τ( )cpu  – решение уравнения 
влагопроводности (43). 

Решение уравнения (52) с использованием мо-
дели идеального перемешивания и диффузионного 
механизма удаления влаги при граничных условиях 
первого рода можно найти в работе [6]. 

Для определения температуры материала на 
выходе из сушилки может быть использовано уравне-
ние 

∞

= ϑ τ τ τ∫
0

( ) ( ) ,вых срt t d                                  (53) 

где τ( )cpt  – решение уравнения теплопроводности 
(32). 

Решение уравнения теплового баланса (30) со-
вместно с уравнениями (32) и (33) и условиями одно-
значности (34)–(40) имеет вид 

 
 
 
 
 

γ
µ +  µ

− −γ γ− = − +
−




2
21 1
1 1

2 2
0 0

1
.

2

3 3( , ) 2 2вх

вх окр ср

а R xtg
аR

r vtg r vtgt t x R е A e
t t
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( ) γ σ −µ + 
 −
γ∞
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σ  
 + σ +




∑

3
2 2 2 2

10 1 1

2 4
0 1

2
0 30 2

11 ( ) 1

n rD r aR R xtg

n r vR tg

nn

RJ
R

e
J L

,     (54) 

 

где 
− ε ρ µ µ − µ

=
µ ε ρ

6(1 ) ( cos sin )1 1 1
1

1

c
A

c
; 

 δ δ
= α + +  λ λ α 

1
1ст из

ст из общ
L ; σn - корни характеристи-

ческого уравнения 
J0(σ)=0.                                               (55) 

Решение уравнения материального баланса 
(41) при соответствующих граничных условиях может 
быть найдено по аналогии с решением уравнения 
теплового баланса (30). 

Рассмотрим в односекционной сушилке с кипя-
щим слоем (рис. 4) зону разделения высушенного 
сыпучего материала и сушильного агента. Полагаем, 
что параметры потоков сушильного агента и сыпучего 
материала, поступающих в данную зону, равны пара-
метрам соответствующих выходных потоков из зоны 
сушки. Процессы массо- и теплообмена между фаза-
ми в зоне разделения фаз практически полностью 
завершены. Потери теплоты в окружающую среду 
происходят только через изолированную стенку аппа-
рата. В этом случае уравнение теплового баланса для 
сушильного агента может быть записано как 

 ∂ ∂ ∂
ε − ε + =  ∂ ∂∂γ   + 

 

2 2
21

2 2
2
2

1 0.

2

r
R t t tv D

x R RR
R xtg

     (56) 

В качестве граничных условий примем условие 
(35) и условия 
∂

=
∂ =

=

( , )
0

02
0

t x Rcp
R R

x

;                                          (57) 

= −
 

= =α − =  δ δ = + + 
λ λ α

2 .
0

21 10

R Rt tокр ср
xR Rt tвх ст изx
ст из общ

 .      (58) 

Решение уравнения (56) при данных условиях 
имеет вид 

( )

γ σ + 
 −

γ∞

=

 
σ 

−  =
− σ +∑

2
2

2

4
2

2
0 22 2

. 11

( , )
( ) 1

n r сепD H R xtg

n R v tgвх

вх окр ср nn

RJ
Rt t x R e

t t J L
,  

(59) 
где σn – корни характеристического уравнения (55). 
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