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Приводится аналитическое решение задачи о вынужденных изгибных колебаниях стержня с не-

подвижными шарнирными опорами с учетом геометрической нелинейности, обусловленной изменением 
длины средней линии стержня при его пространственном движении. Качественно исследованы ампли-
тудно-частотные характеристики системы в окрестности главного резонанса. 
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THE ANALYTIC SOLVING OF THE PROBLEM CONCERNING OSCILLATION  

OF THE ROD WITH GEOMETRIC NONLINEARITY 
 

MUNITSYN A.I., Ph.D. 
 

The article deals with the analytic solving of the problem of forced bending rod vibrations with immovable 
pivoting bearing taking into account the geometric nonlinearity caused by the change in centerline length of the 
rod during its spatial motion. The amplitude and frequency behaviour of the system in main resonance sur-
rounding is analyzed. 
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В классической задаче нелинейных колебаний 

струны и стержня с неподвижными шарнирными опо-
рами [1] рассматривается движение системы в одной 
плоскости. Такие системы имеют жесткую геометриче-
скую нелинейность. В исследованиях пространствен-
ных колебаний аналогичных систем [2, 3] обнаружена 
взаимосвязь колебаний в различных направлениях, 
что приводит к существованию как плоских форм дви-
жения, так и пространственных. При колебаниях не-
растяжимой и упругой [4, 5] нити с натяжным устройст-
вом также присутствуют плоские и пространственные 
формы движения, с той разницей, что система имеет 
мягкую, а не жесткую упругую характеристику. 

Для вынужденных колебаний в окрестности 
главного резонанса существует диапазон частот, 
при которых возникают устойчивые параметриче-
ские колебания в плоскости, ортогональной дейст-
вию вынуждающей силы, и суммарное движение 
точек происходит по эллипсу. 

Пусть центральная ось стержня в недеформи-
рованном состоянии совпадает с осью x прямоуголь-
ной системы координат, главные оси инерции попе-
речного сечения параллельны осям y и z. Концам 
стержня соответствуют координаты x = 0 и x = L. 
Обозначим через w,v,u  перемещения точек сред-
ней линии стержня.  

Уравнения пространственных нелинейных 
колебаний стержня, полученные без учета диссипа-
ции [3], имеют вид, 
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Все перемещения и координата x отнесены к 
длине стержня L. Точками обозначено дифферен-
цирование по безразмерному времени  
* 0t t ,= ω   

где 2 1/ 2 1/ 2
0 ( /L) (EJ) ( F)−ω = π ρ ; E, ρ – модуль упруго-

сти и плотность материала стержня; F – площадь 
поперечного сечения; J – момент инерции сечения;  

ε0 – деформация средней линии; fk(x, t) – безразмер-
ные нагрузки, направление которых совпадает с ося-
ми y и z (далее для определенности изучается слу-
чай гармонической нагрузки fk(x, t) = fk0cos(µt + θk)); 
введено обозначение для коэффициента, характери-
зующего нелинейность γ = FL2(4J)-1, а частота враще-
ния стержня отнесена к первой собственной частоте 
изгибных колебаний ω0. 

Система (1) должна быть дополнена гранич-
ными условиями: в частности, для стержня с непод-
вижными шарнирными опорами на концах имеем 
граничные условия 
v w v w 0 при x 0,L.′′ ′′= = = = =                (2) 

Для одномодового приближения решение 
можно представить в виде 

1 2v(x, t) (t)sin x, w(x,t) (t)sin x.= ϕ π = ϕ π  
Подстановка его в (1) приводит к системе с 

двумя степенями свободы: 
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где введен малый параметр ε, т. е. нелинейность сис-
темы; угловая скорость вращения стержня и нормиро-
ванное внешнее воздействие предполагаются асим-
птотически малыми, что позволяет применить эффек-
тивные методы нелинейной механики [6, 7]. 

Ограничимся рассмотрением колебаний в 
малой окрестности главного резонанса, т.е. при 

1 , 1µ = + ελ λ ≈ , для чего представим систему (2) в 
стандартной форме [4] при помощи перехода к но-
вым переменным:  
k k k

k k k

a cos( t ),

a sin( t ), k 1,2.

ϕ = µ + α
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                (4) 

Здесь аk – амплитуды парциальных колебаний;  
αk – фазовые добавки.   

Применение метода усреднения позволяет 
получить достаточно простую систему уравнений в 
медленных переменных, позволяющую рассматри-
вать колебания системы в малой окрестности еди-
ничной частоты: 
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Далее будем рассматривать установившиеся 
вынужденные колебания, что соответствует нулевым 
левым частям уравнений. Рассмотрим решения сис-
темы (5) для частного случая θ1 = 0, θ2 = π/2, в этом 
случае вектор нагрузки описывает эллипс в плоско-
сти yz. Решения задачи существуют при значениях 
фазовых добавок α1 = 0, α2 = π/2. В этом случае из  
первых двух уравнений следует ak = const, k = 1, 2, а 
два последних уравнения принимают вид 
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Уравнения свободных колебаний получаются 
из системы (4) при fk = 0 и позволяют получить яв-
ные решения с помощью элементарных функций [3]. 
Исключая из полученной системы частотную рас-
стройку λ, получаем соотношение между амплиту-
дами и следующие решения: 
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Решение 1 описывает известную зависимость 
амплитуды от частоты свободных колебаний стерж-
ня в плоскости [1] (рис. 1, кривая 1) для γ = 1. Реше-
ние 2 представляет амплитудно-частотную зависи-
мость пространственных колебаний стержня, соот-
ветствующую движению точек средней линии по 
окружности в плоскости yz. 

 
Рис. 1. Аналитические решения a1(λ): 1, 2 – решения (7) 
для свободных колебаний; 3 – пространственное решение 
(8) задачи о вынужденных колебаниях; 4 – плоское реше-
ние (9) той же задачи; 5 – зависимость (11) в области ее 
пересечения с кривой 3 (часть последней не приводится, 

поскольку не выполняется условие 2
2 2
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где 

δ – заданная погрешность); жирные линии – устойчивые 
решения 

Качественная картина свободных колебаний 
стержня может быть представлена как сумма плос-
кого и пространственного движений. В общем слу-
чае в результирующем движении присутствуют три 
гармоники с близкими частотами. 

Рассмотрим практически важный случай вы-
нужденных колебаний стержня под действием на-
грузки, лежащей в одной плоскости, например y. В 
этом случае система (6) имеет аналитическое ре-
шение, поскольку диссипация не учитывается.  

Вычитая из первого уравнения (6) второе, 
получаем соотношение амплитуд и выражаем час-
тотную расстройку через а1: 
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Полученная амплитудно-частотная характе-
ристика а1(λ)прилегает к скелетной кривой, зада-
ваемой вторым решением (7) и соответствует про-
странственным формам колебаний. Решения (8) не 
существует в диапазоне амплитуд 0 < a1 < (2f1/γ)1/3. 

Классическое решение для колебаний в плос-
кости нагрузки получается при допущении a2 = 0 из 
первого уравнения (6) для k = 1: 
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3 f
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λ = γ −                   (9) 

Это решение не является корректным, посколь-
ку второе уравнение при этом не выполняется. Введем 
дополнительное предположение о наличии малой 
составляющей нагрузки в направлении z f2 << 1 (на 
практике такая составляющая всегда присутствует, 
поскольку ни один источник гармонической нагрузки 
не является идеальным). В этом случае решение (8) 
нужно рассматривать как приближенное при выпол-
нении условия a2 << 1, а второе уравнение (6) по-
зволяет определить амплитуду перемещений в на-
правлении, ортогональном нагрузке: 

2
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               (10) 

Таким образом, классическое решение зада-
чи о вынужденных колебаниях стержня в плоскости 
справедливо всюду, кроме области, прилегающей к 
точке пересечения решения (9) с кривой    

2
1

1
a ,

8
λ = γ                (11) 

на которой знаменатель (10) обращается в ноль. 
Ширина этой области зависит от принятых значений 
точности и амплитуды нагрузки f2.  

Найденные аналитические решения пред-
ставлены на рис.1, 2 в виде амплитудно-частотных  
зависимостей a1(λ), a2(λ), приведенных для сле-
дующих значений параметров: γ = 1, f1 = 1, f2 = 10-4,  
δ = 10-3. Исследование устойчивости проводилось 
на основе второго метода Ляпунова, алгоритм кото-
рого для этой же задачи подробно приведен в [3]. 
Исследование устойчивости решений сводится к 
нахождению собственных значений матрицы G, ко-
торая при отсутствии диссипации состоит из четы-
рех блоков размерностью 2×2, причем блоки G11 и 
G22 нулевые, а остальные два имеют вид 
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Рис. 2. Аналитические решения a2(λ) (обозначения как на 
рис. 1) 

 
Согласно теоремам об устойчивости, по пер-

вому приближению знак действительной части всех 
собственных значений матрицы G позволяет сде-
лать вывод об устойчивости решения. Поскольку 
матрица G содержит нули на главной диагонали, ее 
собственные значения определяются как корни би-
квадратного уравнения. Таким образом, для по-
строения резонансных кривых и исследования их 

устойчивости не требуется использования числен-
ных методов. 

Полученное аналитическое решение под-
тверждает результаты численного моделирования в 
аналогичных задачах с геометрической нелинейно-
стью для нити с натяжным устройством и стержня 
[3–5]. Точное решение системы уравнений (6) выяв-
ляет плавный переход зависимости a2(λ) от нуля на 
кривую 4 при выходе системы на резонанс. Учет 
диссипации приводит к тому, что устойчивый отре-
зок кривой 3, расположенный над кривой 4, стано-
вится неустойчивым. 
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