
 «Вестник ИГЭУ»   Вып. 2   2006 г. 

 
 ГОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина»    

1 

УДК 621.316.925 
 

ПОЛЕВАЯ И ЦЕПНАЯ МОДЕЛИ ВОЛНОВЫХ ПРОЦЕССОВ  
В ПРОТЯЖЕННОМ ЗАЗЕМЛИТЕЛЕ∗ 

 
СЛЫШАЛОВ В.К., д-р техн. наук; ГОЛОВ П.В. асп., КИСЕЛЕВА Ю.А., ТИМОФЕЕВА И.В., инженеры 

 
Рассмотрены вопросы математического моделирования волновых процессов в протяженных зазем-

лителях, проложенных в однородной среде, при прохождении по ним синусоидального тока. Моделирова-
ние осуществляется на основе описания и расчета волнового поля заземлителя и построения модели в 
форме цепи с распределенными параметрами, адекватной полевым процессам. Полученные результаты 
обобщены на случай слоистой среды при прокладке заземлителя перпендикулярно слоям, как это имеет 
место в системах скважинных зеземлителей. 
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FIELD AND CHAIN MODELS OF WAVE PROCESSES IN DISTANT GROUND 
 

SLYSHALOV V.K., Ph.D., GOLOV P.V., postgraduate, KISELYOVA Yu.A., eng., TIMOFEEVA I.V., eng. 
 

The article deals with the wave processes simulation in distant ground made in uniform environment while 
carrying sinusoidal current. The modeling is carried out on the basis of wave field ground description and calcula-
tion and model construction in the form of a circuit with distributed parameters adequate to field processes. The 
results are summed up in case of a flaky environment during laying the ground perpendicular to the layers as it 
happens in borehole ground systems. 
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Введение. Задача расчета волнового поля про-
тяженных естественных заземлителей (оболочки ка-
белей, водопроводные и обсадные трубы, арматура, 
рельсовые пути и другие т.п. объекты) является базо-
вой при оценке их эксплуатационных характеристик: 
входного сопротивления, рабочей длины, токов и на-
пряжений при подключении к системам искусственных 
заземлителей. Интерес представляют и волновые 
параметры: постоянные распространения, волновое 
сопротивление, скорость распространения волны, 
коэффициенты отражения и преломления – знание 
которых необходимо для разработки и совершенство-
вания дистанционных волновых методов определения 
мест повреждения кабельных линий, при исследова-
нии распределений токов и напряжений в заземлен-
ных дискретно объектах, таких, как нефте- и газопро-
воды, проложенные на поверхности земли, кабели и 
трубы в туннелях и на эстакадах, защитные тросы 
ЛЭП. Расчет волнового поля и перечисленных пара-
метров и характеристик обязателен и при проектиро-
вании искусственных протяженных заземлителей, 
среди которых следует выделить скважинные зазем-
лители [1], непосредственно относящиеся к тематике 
настоящей работы. 

Постановку общей задачи расчета волновых па-
раметров протяженного заземлителя иллюстрирует 
рис.1, на котором схематично показан путь протекания 
тока молнии от молниеотвода до скважинного зазем-
лителя, обеспечивающего растекание тока в земле. 
Все обозначенные на рис. 1 участки заземлителя, ис-
ключая участок 3, характеризуемый сосредоточенным 
сопротивлением, рассматриваем как протяженные, 
выполненные из цилиндрических стержней и труб.        

 
 

 

Рис. 1. Схема прокладки заземлителя: 1 – молниеотвод; 2 – 
стержневой протяженный заземлитель, проложенный в воз-
духе вблизи поверхности земли; 3 – участок перехода из 
воздуха в землю; 4 – аналогичен 2, но проложен в земле; 5 – 
скважинный заземлитель, 5′ и 5″ – его участки, находящиеся 
в слоях земли с разными электрическими свойствами; Zк – 
концевое сосредоточенное сопротивление 

 
 

В данной статье исследуется электромагнитное 
поле прямого протяженного заземлителя в форме 
цилиндрической трубы (рис. 2), проложенной в неог-
раниченном проводящем пространстве (участки 5′ и 5″ 
на рис. 1). Как частный случай задачи рассматривает-
ся поле стержневого цилиндрического заземлителя в 
неограниченной проводящей среде и воздухе (участок 
1 на рис. 1). Из решений для векторов поля устанав-
ливаются параметры цепи с распределенными пара-
метрами. 

Электромагнитное поле и волновые пара-
метры трубы и стержня. Полагаем, что труба проло-
жена в неограниченном пространстве, заполненном 
средой, электрические свойства которой характеризу-
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ются удельным сопротивлением ρ2, диэлектрической и 
магнитной проницаемостью εа2 = ε2ε0, µа2 = µ0. Внут-
ренняя область трубы заполнена средой с парамет-
рами ρ2, εа2, µа2 = µ0. По заземлителю протекает сину-
соидальный ток, амплитуда и фаза которого изменя-
ется по длине трубы за счет оттока в среду, и поэтому 
комплексное значение тока является функцией коор-
динаты х: I = I(x). 

Рис. 2. Координатная система и геометрические характери-
стики заземлителя: 1, 2, 3 – расчетные области 

 
Описанный процесс, как это следует из уравне-

ний Максвелла [2], является волновым, причем все 
компоненты комплексов напряженностей электриче-

ского и магнитного полей ,E H удовлетворяют уравне-
нию Гельмгольца 

2 0,∆ψ + ψ =i ik  (1) 
где ψi – любая из составляющих напряженностей в 
среде i = 1,2,3 (pис. 2);  

2 2 2 1
i ai ai ai ai

i
k j

 
= ϖ ε µ = ϖ ε − µ ϖρ 

. 

Классическая методика решения уравнения (1)  
[2–5] предполагает экспоненциальное изменение ψi по 
координате х с показателем экспоненты ±γх, γ = α + jβ – 
постоянная распространения, инвариантная относи-
тельно номера среды i; α и β – коэффициенты затуха-
ния и фазы; знаки «–», «+» соответствуют прямой и 
обратной волнам. 

Полагая, что заземлитель имеет неограниченную 
длину, будем рассматривать в полевой модели только 
движение прямой волны, а процессы отражения и 
преломления волн, обусловленные конечной длиной 
участков заземлителя и послойным изменением 
удельного сопротивления среды, разберем на основе 
цепной модели. 

С учетом указанного выше допущения, формаль-

но означающего для прямой волны, что 
x
∂

= −γ
∂

, 

уравнение (1) относительно составляющей Ėxi в коор-
динатной системе рис. 2 принимает вид 

 

2 2 2 21 0, .
 

+ = = + γ 
 

xi
i xi i i

d dEr m E m k
r dr dr

 (2) 

 
Под Ėxi понимается комплексная амплитуда про-

дольной составляющей напряженности iE , т.е. 
 

( ,0)( , ) ( ,0) .ψ −γ= ⋅Ej r x
xi xiE r x E r e e  (3) 

В аналогичной форме представлены и другие со-
ставляющие векторов поля, причем из уравнений 
Максвелла для них имеем, согласно [6], формулы: 

2
1 ;xi

ri
i

EE
x rm
 ∂ ∂

= ⋅  
∂ ∂ 

2
a xi

i
i

EH j
rmυ

ϖε ∂
= −

∂
. (4) 

 
Общая форма решений уравнения (2) известна, 

поэтому, опуская промежуточные выкладки, запишем 
выражения для Ėx, Ėr, Hυ в областях 1, 2 (рис. 2): 

поле в заземлителе (r1 ≤ r ≤ r2) –  

[ ]

1 1 0 1 1 0 1

1 1
1 0 1 0 1

1 1

1 1 0 1 1 0 1
1 1

( ) ( ),
1 1( ) ( ),

1 ( ) ( ) ;υ


= + 
′ ′= + 



′ ′= − + 
ρ 

x

r

E A J k r B H k r
dA dBE J k r H k r

k dx k dx

H A J k r B H k r
k

 (5) 

 
поле в грунте (r2 ≤ r ≤ ∞) – 

2 2 0 2

2
2 0 2

2

2 2 0 2
2 2

( ),
1 ( ),

1 ( ).

x

r

E С H m r
dCE H m r

m dx

H С H m r
mυ


= 
′= 



′= − 
ρ 

 (6) 

 
В выражениях (5), (6) J0(kr), H0(mr) – функции 

Бесселя и Ханкеля. При записи (5), (6) учтено, что в 
теле заземлителя, где ρ1 ~ 10–7 Ом·м, допустимо при-
нять [6]: 

2 2 2 2 1
1 1 1

1
;ϖµ

= + γ ≈ = −
ρ

am k k j   

1 1
1 1

1 1 .ε = ε − ≈
ϖρ ϖρa a j j  

(7) 

Для грунта при ρЗ = 102–105 Ом·м и ε2 ≈ 10 [7] вто-
рое из соотношений (7) выполняется вплоть до частот 
ω ≈ 106–107 1/с, т.е. и для импульсных токов молний, 
условно характеризуемых на фронте разряда часто-
тами ~ 105 1/с. Следовательно, для грунта  

2 2 2 20
2 2

2
,m k j ϖµ= + γ = − + γ

ρ
 (8) 

Поскольку некоторые участки протяженных за-
землителей расположены в воздушной среде, одним 
из вариантов (6) являются решения уравнения (2) при 
ρ2 →∞ и ε2а ≈ ε0. В этом случае: 

2 2 2
2 0 0 ,m = ϖ ε µ + γ 0 ;ε = εa  (9) 

2 2 0 2

2
2 0 2

2

0
2 2 0 2

2

( ),
1 ( ),

( ).

x

r

E С H m r
dCE H m r

m dx

H j С H m r
mυ


= 
′= ω 

ωε ′= − 


 (10) 

 
Во внутренней области трубы (0 ≤ r ≤ r1) 
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3 3 0 2

3
3 0 3

3

3 3 0 3
3 3

( ),
1 ( ),

1 ( ).

x

r

E D J m r
dDE J m r

m dx

H D J m r
mυ


= 
′= 



′= − 
ρ 

 (11) 

В интересующем нас случае, когда труба является 
скважинным заземлителем, внутренняя область запол-
няется глиняным раствором [1] с ρЗ = 50–100 Ом·м, т.е. 
электромагнитный параметр mЗ определяется выра-
жением (8), в котором ρ2 следует заменить на ρ3, и в 
силу инвариантности постоянной γ вычисляется через 
m2 по формуле 

2 2 3 2
3 2 0

3 2
m m j ρ − ρ

= − ωµ
ρ ⋅ ρ

 (12) 

Граничные условия задаются на поверхностях  
r = r1 и r = r2 в форме равенств: 

1 1 3 1 1 1 3 1

1 2 2 2 1 2 3 2

( ) ( ); ( ) ( );

( ) ( ); ( ) ( ).

x x

x x

E r E r H r H r

E r E r H r H r

υ υ

υ υ

= =



= = 


 (13) 

Условие «на бесконечности» реализуется выбо-
ром функции Ханкеля (1)

0 2 20( ) ( )H m r H m r= , при кото-
ром для положительного знака у корня 

2 2
2 2m k= + + γ обеспечиваются условие 2 0Jm m >  

и, соответственно, равенство 2 2lim ( ) 0xr
E m r

→∞
= . За-

данным также является ток в заземлителе, что дает 
возможность записать еще одно условие однозначно-
сти, используя закон полного тока 

1 3
2

2 2 2 2 0 2 2 2
20

1( ) ( )2
З

I I I

H r r d C H m r r
m

π

υ

= + =

′= υ = − π
ρ∫

 (14) 

Таким образом, записано пять условий одно-
значности – (13), (14), что при четырех константах ин-
тегрирования позволяет определить электромагнит-
ный параметр m2, а через него – постоянную распро-
странения 2 2 2

2 2m kγ = − . 
Для определения m2 воспользуемся получающи-

мися из (13) равенствами: 

3 11 1 1 2 2 2

3 1 2 21 1 1 2

( )( ) ( ) ( ); ,
( ) ( )( ) ( )

xx x xE rE r E r E r
H r H rH r H rυ υυ υ

= =   

подставляя в которые граничные значения напряжен-
ностей, вычисляемые по (5), (6), (11), записываем 
уравнения 

 

1
0 1 1 0 1 1

0 3 11

1 0 3 10 1 1 0 1 1
3 31 1 1

( ) ( )
( ) ,11 ( )( ) ( )

+
=

  ′−′ ′− +  ρρ  

BJ k r H k r
J m rА

B J m rJ k r H k r mk A
 

(15) 

 

1
0 1 2 0 1 2

0 2 21

1 0 2 20 1 2 0 1 2
2 31 1 1

( ) ( )
( ) ,11 ( )( ) ( )

+
=

  ′−′ ′− +  ρρ  

BJ k r H k r
H m rА

B H m rJ k r H k r mk A
 

(16) 

образующие совместно с равенством (12) систему, 

позволяющую найти отношение 1

1

B
А

 и параметр m2. По 

отношению 1

1

B
А

 находится и ток 3I  в сердечнике тру-

бы. Для этого опять воспользуемся законом полного 
тока. Имеем: 

 

1 1 1 3

1
1 0 1 1 0 1 1 1

1 1 1

( )2

1 ( ) ( ) 2 ;

υ π = =

 
′ ′= − + π ρ  

H r r I

BA J k r H k r r
k A

  

 

1 2 2

1
1 0 1 2 0 1 2 2

1 1 1

( )2

1 ( ) ( ) 2 ,

υ π = =

 
′ ′= − + π ρ  

H r r I

BA J k r H k r r
k A

  

 
Для отношения токов получаем выражение 

1
0 1 1 0 1 1

3 1 1

12 0 1 2 0 1 2
1

( ) ( )
.

( ) ( )

′ ′+
= ⋅

′ ′+

BJ k r H k r
I r A

BrI J k r H k r
A

 (17) 

При расчете поля скважинного заземлителя ве-
личина параметра m2 может быть оценена по соотно-
шению m2 ≈ k2, значение внешнего радиуса трубы r2 не 
превышает, согласно [1], 0,3 м. Вычисления показы-
вают, что выполняются неравенства 2 2 1m r << , 

3 1 1m r << , в силу чего является допустимым исполь-
зование при решении уравнений (15) и (16) прибли-
женных формул [8]: 

0 3 1

0 3 1 3 1

( ) 2 ,
( )

J m r
J m r m r

≈ −
′

 0 2 2 2 2
2 2

0 2 2

( ) ln ,
( ) 2

H m r m rm r
H m r j

′γ
≈

′
        (18) 

где γ′ = 1,78107. 
Решая (15) с учетом (18), получаем 

0 1 1

0 1 1 0 1 11

0 1 11 0 1 1

0 1 1

( )
( ) ( ) ,( )( )

( )

J k r
J k r J k rB

H k rA H k r
H k r

ζ +
′ ′

= −
′ ζ +

′

                                     (19) 

где 3

1 1 1

12 .
k r

ρ
ζ =

ρ
 

При исследованиях полей реальных заземлите-
лей выражение (19) может быть существенно упроще-
но. Поясним этот момент, полагая, что по заземлите-
лю протекает ток промышленной частоты. В этом слу-
чае для медного заземлителя (ρ1 ~ 1,72·10-8 Ом·м,  
µ1 = 1) получаем 

 
0451 0

1
1

151,46 j
М

jk e−ωµ µ
= − = ⋅

ρ
1/м, 

для железного (ρ1 ~ 10-7 Ом·м, µ1 = 1000)  
k1М = 1,987·103⋅е-j45°1/м. 
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Приняв ρ3 ~ 102 Ом·м, r1 = 0,2 м, находим  
ζМ = 3,839·108·е j45°, ζЖ = 0,503·107·е j45°. 

При возрастании частоты до 5000 1/с значения 
ζМ, ζЖ уменьшаются всего на порядок, т.е. и при им-
пульсных токах для любых металлических заземлите-
лей имеем |ζ|>>1. 

Поскольку для достаточно больших по модулю 
значений k1r1 

0 1 1 0 1 1

0 1 1 0 1 1

( ) ( )
( ) ( )

J k r H k r j
J k r H k r

≈ ≈ −
′ ′

, 

формула (19) преобразуется к виду 
0 1 11 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1

( ) ( ) .
( ) ( )

J k rB J k r
A H k r H k r

′
≅ − = −

′
                                        (20) 

При подстановке (20) в (17) получаем 3

1
0I

I
≈ , т.е. 

допустимо принять, что ток и поле во внутренней об-
ласти скважинного заземлителя при заполнении ее 
любой слабопроводящей средой отсутствуют. 

Подставляя (20) в (16), получаем, с учетом вто-
рой из формул (18), уравнение для определения элек-
тромагнитного параметра m2  

1 1 1
0 1 2 0 1 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 12 1 1 2 1 1 2
1 1 1

( )( ) ( )
( ) ln .( )2 2 2( ) ( )
( )

J k rJ k r H k r
k H k r m m r

J k rr jJ k r H k r
H k r

−
′ρ ρ γ

= −
π π−

 (21) 

Левая часть этого уравнения дает комплексное 
сопротивление трубы на единицу длины 

1 1 1
0 1 2 0 1 2

1 1 1 1 1

1 1 12 1 1 2 1 1 2
1 1 1

( )( ) ( )
( ) ,( )2 ( ) ( )
( )

ОТ

J k rJ k r H k r
k H k rZ J k rr J k r H k r

H k r

−
ρ

= ⋅
π −

                    (22) 

в чем можно убедиться, вводя в (22) функции Кельвина:  

( ) ( ) ( )n i n i n iJ k r j ber k r jbei k r− = + ;  

( ) ( ) ( )n i n i n iH k r j her k r jhei k r− = + ,  

где 0, 1; 1, 2.n i= =  После этого получаемое выра-

жение легко преобразуется в формулу, приведенную в 
справочнике [9]. 

Выполняя в (21) предельный переход при 1 0r → , 
получаем уравнение для определения параметра m2 
стержневого заземлителя, проложенного в неограни-
ченной среде: 

2
0 11 1 2 2 2

1 1

( ) ln ,
2 ( ) 2 2

J k ak m m a
a J k a j

′ρ ρ γ
⋅ = −

π π
                                (23) 

 
где a – радиус стержня; его комплексное сопротивле-
ние на единицу длины 

0 11 1

1 1

( ) .
2 ( )ОС

J k akZ
a J k a
ρ

= ⋅
π

                                                   (24) 

Аналогичным образом формула (22) преобразу-
ется в (24) и при достаточно больших значениях час-
тоты, когда эквивалентная глубина проникновения 

2 1
12
a r rϖµ

∆ = << −
ρ

. 

Трансцендентные уравнения (21), (23) решаются 
методом последовательных приближений [2, 6]. 

Расчеты были выполнены для ряда частот от  
f = 50 1/c до f = 20000 1/c, причем была установлена 
возможность использования при f1 ≥ 8000 1/c формул  

 

( )

( )

20 2 0
2 2

2

20 2 0
2 2

2

1 1 ,
2 2

1 1 ,
2 2

a
a

a
a

−

−

µ ε µ ϖ α = ϖ + ρ ε ϖ − ≅   ρ  


µ ε µ ϖ  β = ϖ + ρ ε ϖ + ≅  ρ  

 (25) 

соответствующих полю плоской электромагнитной 
волны, распространяющейся в среде с конечной про-
водимостью [13]. На подробном анализе этих резуль-
татов в данной статье мы не останавливаемся. 

В табл. 1, 2 приведены некоторые результаты, по-
зволяющие конкретизировать значения физических ха-
рактеристик стержневых заземлителей. Результаты даны 
для стержня r2 = a = 5·10-3 м, материал – медь и железо; 
удельное сопротивление среды  – в первом варианте  
ρ2 = 102 Ом·м, во втором ρ2 = 103 Ом·м, расчетные значе-
ния частоты – f1 = 50 1/c, f2 = 5000 1/c. 

 
Таблица 1. Стержневой заземлитель в грунте. Частота 
тока в заземлителе f1 = 50 1/c 

 

ρ2=102 Ом·м m2 = 1.075·10-3– 
– j·3.278·10-5 

γ = 1.613·10-3+ 
+ j·1.202·10-3 

Медь 
ρ1=1,72·10-8 
Ом·м 
µ1=1 ρ2=103 Ом·м m2 = 3.248·10-4– 

– j·7.97·10-6 
γ = 5.045·10-4+ 
+ j·3.861·10-4 

ρ2=102 Ом·м m2 = 5.937·10-3+ 
+ j·1.928·10-3 

γ = 6.039·10-3+ 
+ j·2.222·10-3 Железо 

ρ1=10-7 Ом·м
µ1=1000 ρ2=103 Ом·м m2 = 1.776·10-3+ 

+ j·5.891·10-4 
γ = 1.810·10-3+ 
+ j·6.868·10-4 

 
Таблица 2. Стержневой заземлитель в грунте. Частота 
тока в заземлителе f2 = 5000 1/c 

 

ρ2 = 102 Ом·м m2 = 2.082·10-3+ 
+ j·6.72·10-4 

γ = 0.014+  
+ j·0.014 

Медь 
ρ1=1,72·10-8 
Ом·м 
µ1=1 ρ2 = 103 Ом·м m2 = 6.259·10-4+ 

+ j·2.057·10-4 
γ = 4.477·10-3+ 
+ j·4.438·10-3 

ρ2 = 102 Ом·м m2 = 0.020+  
+ j·6.570·10-3 

γ = 0.023+ 
+  j·0.014 Железо 

ρ1=10-7 Ом·м
µ1=1000 ρ2 = 103 Ом·м m2 = 5.804·10-3+ 

+ j·2.002·10-3 
γ = 7.038·10-3+  
+ j·4.456·10-3 

 
С аналогичными результатами для кабельной 

оболочки (r1 = 2·10-2 м, r2 = 2,3·10-2 м, ρ1 = 10-7 Ом·м,  
ρ2 = 102 Ом·м, ε2 = 10, f = 50 1/c) можно ознакомиться 
по [6]. 

Для участка заземлителя в воздухе (участок 1 на 
рис. 1) в уравнении (23) изменяется его правая часть 

путем замены активной проводимости 
1

Зρ
 на емкост-

ную 0jωε . В итоге получаем 

 
2

0 11 1 2 2

1 1 0

( ) ln .
2 ( ) 2 2

J k ak m m a
a J k a j

′ρ γ
= −

π πε ϖ
                              (26) 

 
Результаты расчета для этого случая приведены 

в табл. 3; геометрические и электрические параметры 
стержня оставлены прежними. 
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Таблица 3. Стержневой заземлитель в воздухе. Частота 
тока в заземлителе f1 = 50 1/c, f2 = 5000 1/c 

 

f1 
m2 = 3.042·10-7+  
+ j·3.144·10-7 

γ = 9.073·10-8+  
+ j·1.054·10-6 

Медь 
ρ1=1,72·10-8 
Ом·м 
µ1=1 f2 

m2 = 3.949·10-6+  
+ j·8.585·10-6 

γ = 3.228·10-7+  
+ j·1.050·10-4 

f1 
m2 = 1.027·10-6+  
+ j·2.279·10-6 

γ = 9.452·10-7+  
+ j·2.476·10-6 Железо 

ρ1=10-7 Ом·м 
µ1=1000 f2 

m2 = 3.439·10-5+  
+ j·7.950·10-5 

γ = 2.125·10-5+  
+ j·1.287·10-4 

 
После определения параметра m2 вычисляются по-

стоянные интегрирования A1, B1, C2. По (14) получаем 
2

2 2 2 2
2

2 0 2 2
,

2 ( ) 4
m mC I j I

r H m r
ρ ρ

= − ≅
′π

                    (27) 

 
кроме того, по (13), (20) и (5) имеем 

0 1 21 1 1
1 0 1 2 2 0 2 2

1 1 1 0 1 2

( )( )( ) 1 ( ).
( ) ( )

H k rJ k rA J k r C H m r
H k r H k r

 
− = 

 
     (28) 

 
Оставшаяся константа B1 находится по соотно-

шению (20). Эти же формулы при r1 → 0, r2 = a дают 
постоянные интегрирования для задачи о поле стерж-
ня. На основе выполненного расчета электромагнит-
ного поля заземлителя определяются его интеграль-
ные параметры: волновое сопротивление ZВ, пере-
ходное сопротивление ZП и сопротивление заземле-
ния (входное сопротивление) Zвх, являющиеся совме-
стно с параметрами m2 и γ = α + jβ базовыми при по-
строении цепной модели, адекватной по своим харак-
теристикам полевым процессам в заземлителе и ок-
ружающей его среде. 

Интегральные параметры заземлителей. По-
левая и цепная модели. Дадим определение напря-
жениям, характеризующим работу заземлителя, и за-
пишем для них расчетные формулы. Для пояснений 
используем рис. 3, на котором схематично изображен 
трехфазный силовой кабель в режиме короткого за-
мыкания одной из его жил на проводящую оболочку. 
Полагаем, что кабель имеет значительную длину, по-
зволяющую считать его бесконечным и погруженным в 
проводящую среду неограниченного объема. 

Рис. 3. Электрические характеристики оболочки силового 
кабеля при работе его в качестве заземлителя 

 
 
Для заземлителя, с которого в проводящую среду 

стекает ток, необходимо в общем случае различать 
два напряжения: (1)( )U x  и (2)( )U x  (рис. 3), обуслов-
ленных продольным и поперечным токами. Напряже-

ние (1)( )U x , измеряемое вдоль заземлителя, является 
характеристикой заземлителя как токоведущего эле-
мента и в случае оболочки кабеля, например, опреде-
ляет в различных сечениях величины напряжений 
между жилами кабеля и оболочкой, а значит, и емко-
стные токи в промежутках жила-оболочка [6]. Для вы-
числения (1)( )U x  имеем формулу 

( ) ( )

( )

(1)
1 2 1 2

(1)
1 2

( ) , 0,

1 0, (0) ,

x x
х x

x x
x

U x E r d E r e d

E r e U e

∞ ∞
−γξ

−γ −γ

= ξ ξ = ξ =

= =
γ

∫ ∫
 

которая с учетом соотношения 
( ) ( )1 2 1 2

0
2 1 2

, ,
2 ( , ) ( )

x xE x r E x r
Z

r H x r I xυ
= =

π
  

может быть записана в виде 
0 0(1)( ) (0) ( ) .x Z Z

U x I e I x−γ= =
γ γ

                      (29) 

Напряжение (2)( )U x , измеряемое в поперечном 
относительно заземлителя направлении (координата r 
на Рис.3) между заземлителем и виртуальной цилинд-
рической поверхностью SЗ радиуса r∞ →∞, является 
характеристикой процесса стекания тока в среду. Оно 
же является напряжением прямой волны, сопровож-
дающей волну тока в заземлителе. Для вычисления 

(2)( )U x  имеем формулу 

( ) ( ) ( )

( )

2 2

(2)
2 2 0 2

2

2
0 2 22

2

1( ) ,

( ) .

lim
r

r
r r r

U x E x r dr C H m r dr
m

C x H m r
m

∞

∞

∞

→∞
′= = −γ =

γ
=

∫ ∫
 

                                                                                      (30) 
Подставляя в (30) выражение (27), получаем 
 

( ) 02 2 0 2 2(2)
2 2

2 0 2 22 2
( ) ( ) ( ).

2 ( )
Zm H m r

U x I x I x
r H m rm m

γργ
= − =

′π
 (31) 

Таким образом, напряжения (1)( )U x , (2)( )U x  раз-
личны, что обусловлено изменениями во времени маг-
нитного поля, созданного токами в заземлителе и грун-
те. Действительно, в соответствии с законом электро-
магнитной индукции можем записать (см. рис. 3) соот-
ношение  

2

(1) (2)

0 2 2

( ) ( )

lim ( , ) ( ).
r

x rr

U x U x

j H x r d dr j x
∞

∞

ξ

υ
ξ→∞
→∞

− =

= − ω µ µ ξ = − ωΦ∫ ∫
 (32) 

Интеграл в (32) легко вычисляется, и в итоге с 
учетом равенств 

( )2 2 0 2 2
0

2 0 2 22 ( )
m H m r

Z
r H m r
ρ

= −
′π

, 0 2

2
Зk j ϖµ µ
= −

ρ
 (33) 

находим 
2

0 2
2
2

( ) ( )
Z k

j x I x
m

− ωΦ =
γ

. 

Iк

U (x)(1)

x=0

I(0)
U (0)(2)

U (x)(2)

r∝
r

S

x

I(x)
U (0)-U (x)(1) (1)

Hυ2

 , ρ ε2 2

.

. .

.

.

.
.

.
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Этот же результат получаем, вычисляя 
(1) (2)( ) ( )U x U x−  по формулам (29), (31). 

Волновое сопротивление заземлителя, равное по 
определению отношению напряжения и тока прямой 
волны, вычисляется по формуле 

(2)
0
2
2

( )
( )В

ZU x
Z

I x m

γ
= =  (34) 

и в любом сечении заземлителя равно входному со-
противлению или сопротивлению заземления 

(2) (2)
0
2
2

(0) ( )
.

(0) ( )ВХ В
ZU U x

Z Z
I I x m

γ
= = = ≅  (35) 

Переходное сопротивление, характеризующее 
стекание тока с заземлителя в грунт, следует опреде-
лить как погонный параметр, равный отношению на-
пряжения (2)( )U x  к току утечки с единицы длины за-
землителя. Вычисляя его, получаем с учетом формул 
(6), (27) значение 

0 2 2 2
1 ( )( ) 2 ( , ) ( )r
З

I xI x r E x r I x
x

∂
= π ⋅ = γ ⋅ = −

ρ ∂
. 

Соответственно 
(2) (2)

0
2

0 2

( ) ( )
( ) ( )

В
П

ZZU x U x
Z

I x I x m
= = = =

γγ ⋅
, (36) 

т.е. качество заземления зависит не только от удель-
ного сопротивления грунта, но и от материала зазем-
лителя и его геометрических параметров.  

Подставляя в (33) параметр m2 из соотношения 
(36), получаем с учетом равенства 

0 2 2 1 2 2( ) ( )H m r H m r′ =  уравнение для переходного со-
противления ZП в критериальной форме 

0 22
1

1 2

( )
2 ( )

H
H

= ⋅
π

πππ π                                    (37) 

где 
2

0 2
1

2

Z r
=

ρ
π , 0

2 2
П

Z
r

Z
=π   

Критерий 1π , содержащий только заданные 
электрические и геометрические характеристики за-
землителя и среды, может быть назван критерием 
заземлителя. Критерий 2π  определяется при реше-
нии уравнения (37) и является критерием волнового 
процесса работы заземлителя. По найденному зна-
чению 2π  определяются ZП , ZВ , γ, m2, (1)( )U x , 

(2)( )U x , ( )хΦ  и вектора напряженностей электрическо-
го и магнитного полей. В силу известных теорем о подо-
бии [10] при выполнении для группы заземлителей усло-
вия 1 idem=π волновые процессы в них будут подобны, 
т.е. перечисленные выше характеристики и параметры 
всех заземлителей будут вычисляться исходя из единого 
для всей группы значения критерия 2π . 

Если воспользоваться приближенной формулой 
(18), можно преобразовать (37) в следующее удобное 
для практических расчетов уравнение: 

0 0
2 2

2
1.123ln ln

2 2
З З

П

П П

j jZ
Z Zr rZ Z

ρ ρ′γ= =
π π

 (38) 

В табл. 4, 5 приведены результаты расчетов ZП , 
ZВ для медного и железного стержней при рассмот-
ренных выше значениях r2, ρ2, f и данных табл. 1, 2. 
Расчет выполнен по соотношению (36). 

 
Таблица 4. Стержневой заземлитель в грунте. Частота 
тока в заземлителе f1 = 50 1/c 

 
ρ2=102

Ом·м ZП = 196.607·е j·7.447˚ ZВ = 0.395·е j·44.152˚Медь 
ρ1=1,72·10-8 
Ом·м  
µ1=1 

ρ2=103

Ом·м ZП = 2155·е j·6.766˚ ZВ = 1.369·е j·44.193˚

ρ2=102

Ом·м ZП = 168.157·е j·6.832˚ ZВ = 1.082·е j·27.032˚Железо 
ρ1=10-7 
Ом·м 
µ1=1000 

ρ2=103

Ом·м ZП = 1872·е j·6.103˚ ZВ = 3.625·е j·26.876˚

 
Таблица 5. Стержневой заземлитель в грунте. Частота 
тока в заземлителе f2 = 5000 1/c 

 
ρ2=102 
Ом·м ZП = 184.737·е j·6.225˚ ZВ = 3.684·е j·50.945˚ Медь 

ρ1=1,72·10-8 
Ом·м 
µ1=1 

ρ2=103 
Ом·м ZП = 2037·е j·5.619˚ ZВ = 12.842·е j·50.367˚ 

ρ2=102 
Ом·м ZП = 149.270·е j·7.638˚ ZВ = 4.045·е j·38.899˚ Железо 

ρ1=10-7 
Ом·м 
µ1=1000 

ρ2=103 
Ом·м ZП = 1684·е j·6.723˚ ZВ = 14.026·е j·39.063˚ 

 
Для этих же стержней в воздухе значения ZП , ZВ 

приведены в табл. 6. 
 

Таблица 6. Стержневой заземлитель в воздухе. Частота 
тока в заземлителе f1 = 50 1/c, f2 = 5000 1/c 

 

f1 ZП = 1.149·109·е -j·87.805˚ ZВ = 1.216·103·е -j·2.723˚ Медь 
ρ1=1,72·10-8 
Ом·м 
µ1=1 f2 ZП = 9.725·106·е -j·88.546˚ ZВ = 1.021·103·е j·1.278˚ 

f1 ZП = 1.049·109·е -j·88.676˚ ZВ = 2.779·103·е -j·19.574˚
Железо 
ρ1=10-7 Ом·м
µ1=1000 f2 ZП = 8.457·106·е -j·88.416˚ ZВ = 1.103·103·е -j·7.792˚ 

 
Для практических расчетов протяженных зазем-

лителей в [11] предлагается использовать упрощен-
ный вариант уравнения (38), введенный в рассмотре-
ние Е.Д. Зунде [12]. В наших обозначениях это урав-
нение имеет вид 

0
2

1.12ln
2
З

П

П

R
Zr R

ρ
=

π
                               (39) 

где Re ;П ПR Z= 0 0Z Z= , 
и предполагает наличие у переходного сопротивления 
только вещественной составляющей, что допустимо в 
оценочных расчетах для заземлителя в грунте и со-
вершенно неприемлемо для заземлителя в воздухе, 
где ZП (см. табл. 6) имеет практически чисто емкост-
ный характер. 

Решения уравнения Гельмгольца (1) для напря-
женностей электрического и магнитного полей (5), (6), 
(11); уравнения (21), (23) для расчета постоянной рас-
пространения и выводимые из решений для поля 
формулы (29), (30), (34), (35), (36), по которым опре-
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деляются интегральные характеристики и параметры 
волновых процессов в заземлителе и среде, образуют 
полевую модель работы протяженного неэквипотен-
циального заземлителя в проводящей или изолирую-
щей среде при синусоидальном токе в нем. Ключевым 
для этой модели является расчет постоянной распро-
странения по уравнениям (21), (23) или уравнениям 
(37), (38). На основе этой модели целесообразно рас-
сматривать те задачи, в которых изучение режимов 
работы заземлителя сопрягается с исследованиями 
полевых процессов (искрообразование и пробой в 
сыпучих грунтах, разогрев и спекание грунта, корони-
рование заземлителя и т.д.). Если же достаточным 
является знание распределений ( ), ( ), ( )ЗU x I x I x , в 
том числе и для отраженных и преломленных волн, 
целесообразно воспользоваться цепной моделью, под 
которой понимается совокупность уравнений и фор-
мул для определения перечисленных интегральных 
характеристик работы заземлителя. Поскольку для 
заземлителя имеем 

(2)
(2) (2) ( )

( ) (0) , ( ) (0) ,x x

В

U x
U x U e I x I e

Z
−γ −γ= = =         (40) 

одной из возможных моделей является однородная 
цепь с распределенными параметрами, уравнения 
которой имеют своими решениями зависимости (40). 
Конфигурация такой цепи, допускающая и физическую 
реализацию, показана на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Конфигурация цепной модели заземлителя 

 
Уравнения установившегося режима при сину-

соидальных токах и напряжениях записываются для 
нее в форме [3] 

(2)

(2)

( )
( ),

( ) ( )

ОМ

ОМ

dU x
Z I x

dx
dI x Y U x
dx


− = 


− = 

 (41) 

где ZОМ , YОМ  – первичные погонные параметры.  
Вводя волновые (вторичные) параметры – посто-

янную распространения γМ и волновое сопротивление 
ZВМ: 

;М OM OMZ Yγ =  ,OM
BМ

OM

ZZ Y=  (42) 

можем записать решения системы (41) при отсутствии 
отраженных волн в форме 

(2)
(2) (2) (

( ) (0) , ( ) (0)М Мx x

ВМ

U x
U x U e I x I e

Z
−γ −γ= = =

 

(43) 

Условиями адекватности процессов в заземлите-
ле и модели являются, согласно (40), (43), равенства 

Мγ = γ , BВМZ Z= , (44) 
позволяющие определить первичные параметры мо-
дели через параметры заземлителя и среды. Исход-
ными в этом расчете являются сопротивление зазем-
лителя Z0 (формулы (22)–(24)) и параметр m2, вычис-
ленный по уравнениям (21), (23), или переходное со-

противление ZП, определяемое по уравнению (38). 
Используя совместно с (42), (44) формулы (34), (36), 
находим 

2
2

02
2

OM ПZ Z Z
m
γ

= = γ , 
2
2

0

1
OM

П

mY
Z Z

= =  (45) 

Применение в уравнениях (41) этих параметров 
обеспечивает тождественность распределений по дли-
не заземлителя токов и напряжений в исходной поле-
вой задаче и ее цепной модели. Соответственно, недо-
пустимым является нарушение этих условий, напри-
мер, использование в уравнениях (41) сопротивления 
Z0 вместо ZОМ, как это сделано в работе [11], без оценки 
возникающей при этом погрешности. Поскольку ключе-
вым расчетным моментом при использовании уравне-
ний (41) является, как и в полевой модели, определе-
ние электромагнитного параметра m2 или переходного 
сопротивления ZП, то при рассмотрении бесконечно 
длинного заземлителя в однородной среде следует 
предпочесть полевую модель. Цепная модель имеет 
преимущества перед полевой при исследовании вол-
новых процессов в заземлителях, проложенных в мно-
гослойных средах или средах с непрерывным измене-
нием удельного сопротивления ( )xρ = ρ , для которых 
имеется развитая методика составления и решения 
уравнений типа (41) [13]. Приведем основные результа-
ты, относящиеся к расчету процессов в заземлителе по 
уравнениям (41) в случае его прокладки в многослой-
ной среде (участок 5 на рис. 1). 

Полагаем, что имеется i = 1,2, … n слоев, для ка-
ждого из которых по изложенной выше методике оп-
ределены волновые параметры γi, ZВi. Задан ток на 
входе İ и комплексное сопротивление ZК (рис. 1). Ис-
комыми являются сопротивление заземления ZВХ и 
распределения тока и напряжения İ(x), ( )U x по длине 
заземлителя. 

Напряжение ( )iU x  и ток İi(x) (i = 1,2, … n) фор-
мируются при наложении прямой и обратной волн: 

1 2

1 2

( ) ;

( ) .

i i i i

i i i i

x x
Зi i ПРi ОБРi i i

x xi i
i i ПРi ОБРi

Bi Bi

U x U U А e А e
А АI x I I e e
Z Z

−γ −γ

−γ −γ

= + = +

= − = −
 (46) 

Координаты xi в выражении (46) отсчитываются 
от начала слоя «i»; константы A1i, A2i связывают ко-
эффициент отражения – комплексное число [3] 

2
1

1

i iВiВХi
ОТРi

ВХi Вi

Z Z
n e

Z Z

− γ
+

+

−
=

+
, (47) 

где 1ВХiZ +  – входное сопротивление заземлителя в 
«i+1» слое, равное при i = n сосредоточенному конце-
вому сопротивлению КZ ; 

2
1

2 1 1
1

.i iВiВХi
i i ОТРi i

ВХi Вi

Z Z
A A e n A

Z Z

− γ
+

+

−
= ⋅ =

+
 (48) 

Подставляя (48) в (46), получаем для ВХiZ  фор-
мулу 

(0) 1
1(0)

Зi ОТРi
ВХi ВХi

ОТРii

U nZ Z
nI

+
= =

−
, (49) 

которая при i = 1 дает входное сопротивление зазем-
лителя 

1
1 .
1

ОТРi
ВХ В

ОТРi

nZ Z
n

+
=

−
 (50) 
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Коэффициент отражения в (50) вычисляется пу-
тем последовательного, начиная с i = n, применения 
формулы (47), причем находим 

2 n nВnК
ОТРn

K Вn

Z Z
n e

Z Z

− γ−
=

+
,    

1
1

ОТРn
BXn Вn

ОТРn

nZ Z
n

+
=

−
, 

затем 
2 1 11

1
1

n nВnBXn
ОТРn

BXn Вn

Z Zn e
Z Z

− γ − −−
−

−

−
=

+
, 

1
1 1

1

1
1

ОТРn
BXn Вn

ОТРn

nZ Z
n

−
− −

−

+
=

−
. 

и т.д. до получения значений 1ОТРn  и ВХZ . 
Аналогичным образом, но в обратном порядке, 

начиная с тока на входе İ = İ1(0), последовательно при 
учете граничного условия İi(ℓi) = İi+1(0)определяются 
постоянные A1i по формуле 

1
(0)

1
Вi i

i
ОТРi

Z IA
n

=
−

 

постоянные A2i по (48) и функции İi(x), ( )iU x согласно 
выражениям (46). 

Вопросы расчета волновых процессов в заземли-
телях при ρ = ρ(х), а также процессов в заземлителях, 
проложенных в грунте или воздухе вблизи границы 
раздела этих сред, будут рассмотрены авторами в 
последующих публикациях. 

 
Заключение 

 
1. Предложенный в статье метод расчета вол-

новых процессов в протяженных заземлителях, яв-
ляющийся вполне строгим для заземлителей кругово-
го и трубчатого сечений, допустимо применять как 
приближенный при расчете волновых параметров за-
землителей типа уголка, полосы, швеллера и других 
практических сечений, используя в формуле (38) эк-
вивалентный радиус изучаемого заземлителя. 

2. Обобщение полученных решений на задачи с 
током в сердечнике İЗ ≠ 0 позволяет рассмотреть вол-
новые процессы в биметаллических проводах и за-
землителях, окруженных цилиндрическим слоем грун-
та с измененными свойствами. 

3. Представляется перспективным использова-
ние результатов, относящихся к полю и характеристи-
кам заземлителей при синусоидальном токе, для ис-
следования импульсных режимов заземления и, в ча-
стности, для расчета параметров и поля лидерного 
канала и канала главного разряда молнии. 

4. Подобие волновых процессов в заземлите-
лях, характеризуемое пропорциональностью волно-

вых параметров 
(1)

(2) (1) (1)2
2 2 2(2)

2
m

r
m k m m

r
= = , обеспечива-

ется выполнением критериального условия 
2
20

1
2

Z r
idem= =

ρ
π . 

5. При физическом моделировании процессов в 
заземлителях и заземляющих системах, при исследо-
вании этих процессов с помощью математических 
моделей в форме цепей с распределенными парамет-
рами необходимым условием адекватности волновых 
процессов в реальных заземлителях и моделях явля-
ется использование модельных погонных параметров 
ZОМ , YОМ, вычисляемых по формулам (45) и уравне-
нию (38) или уравнениям (21), (23). 
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